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Loi exponentielle

U~e(N), V~e(un), Uet V indépendantes
= P(USV)=X(A+p);
= UAV ~e(A+p).
= Soit G ~ Geom(p) et (X, n > 1) des variables aléatoires

indépendantes. Pour tout n, X, ~ ¢(\). Soit Z = EJ-GZI Xj. La
loi de Z est une loi exponentielle de paramétre Ap.

s PU>t+s|U>t)=P(U>5s)
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Construction trajectorielle de processus de
Markov

E espace d'états au plus dénombrable

v probabilité sur E

(q(x, y), x € E,y € E\{x}) matrice de transition
q(x, x) =0



X(0) est une v.a. de loi v;
si X(0) = x, & = T1 ~ e(q(x, x)) indépendante de X(0);
X(t) =x pour t < Ty
X1 v.a. indépendante de (X(0), T1) telle que :

P(Xi=y)=alx, y)

soit x1 la valeur de )A(l
&> ~ £(g(x1, x1)) indépendante de (X(0), &1, X1).
X(t) =Xipour i <t < To;






Chalne incluse

A

= la suite (Xj,, n > 0) est une chaine de Markov de matrice de

N

transition @ définie par :

o= fge? 222

= Cette chaine de Markov s'appelle la chaine incluse.

= Remarque : il ne peut pas y avoir de transition d'un état vers
lui-méme puisque |'on observe les positions de X seulement lors
de ses changements d’état.



File M/M/1

Arrivées = P.P.()\)
Temps de service = £(f1)
1 serveur, buffer de taille infinie

X(t) = nombre de clients dans le systéme a I'instant ¢



Dynamique de la file

Si X(0) = 0, prochain événement = arrivée
q(0,1)=1

Temps d'interarrivée = ()

q(0,0) = A



Si X(0)=n>0

Prochain événement = arrivée ou départ

Prochaine arrivée a lieu dans un temps ~ €(A) = €a
Prochain départ a lieu dans un temps ~ e(u) = &p
Prochain événement a min(€a,&p) ~ (A + p)
q(n,n) = A+ p

D'apres les propriétés de la loi exponentielle

A
q(n, n+1)=P(€a<&p) = Nt

De méme,

(. n 1) = P(éa > 0) = 11
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Conditionnellement a {X(t) > 0}, R(t) ~ e(u)




Conditionnellement a {X(t) > 0}, R(t) ~ e(u) )

Conséquence

Les valeurs de g(n,n+ 1) et g(n, n — 1) restent valables pour tous
les sauts.




Exercice

= Calculer Q pour la file M/M/S
= Calculer Q pour la file M/M/S/S



Théoreme

= Un processus (v, Q) satisfait la propriété de Markov :

E[F(X(t +5)) | X(u), u < ] = E[f(X(s + 1)) | X(£) = x]
— E[F(X(s))| X(0) = x]

= Testuntdassi (T <t)eco{X(v)u<t}
= Markov fort

E[FoO7|F7] = E[F[X(0) = X(T)]




Equation de Chapman-Kolmogorov
Semi-groupe : f : E — R
Pef(x) = E[f(X(t) | X(0) = x]

Equation de Chapman-Kolmogorov

& Puf(x) = AgPef(x) = PiAqf (x)
Aof (x) = q(x, x) Y_(f(y) = F(x))a(x, y).
y#x
On pose

S Pl

En termes matriciels, P, = etAe



File M/M/1

A,

—(A+ 111, 4o (7)),
wsii>0.



File M/M/1

A(i,i+1) =),
A(i, i) = —(A + p 1, oof(1),
A(i, i—1) =psii>0






Exercice

= Ecrire le générateur infinitésimal du modéle d’Engset
= Ecrire le générateur infintésimal de la file M/M/S/S+K



Théoreme

X un processus de Markov régulier de paramétres (v, Q). X la
chaine include. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

= X est irréductible ;

= pour tout x, y € E, il existe t > 0 tel que p(x, y) > 0;

= pour tout x, y € E, pour tout t > 0, ps(x, y) > 0.




Probabilité invariante

Théoreme

Une mesure p est invariante si et seulement si elle satisfait les
équations :

/Afd,u =0, pour tout f € I°°(E). (13)

En notation matricielle, cela revient a : uA = 0, ol u est le vecteur
ligne (u(x), x € E).

v



X un processus de Markov régulier irréductible récurrent. Il existe
une unique mesure invariante a un facteur multiplicatif pres. Cette
mesure est proportionnelle a I'une des trois mesures suivantes :

(i) pour tout y € E :

=
mly) = Ex l/o 1ix(s)=y} dS] ; (14)

ol x € E est quelconque mais fixé;

(ii) pour tout y € E, u(y) = fi(y)/q(y, y) ol fi est une mesure
invariante de la chaine incluse X ;

(i) p, solution de I'équation matricielle uA = 0.




Théoréme ergodique

Soit X un processus de Markov régulier irréductible récurrent. On
note 7 I'unique probabilité invariante. Pour tout f € L1(7), on a :

lim /O CFX(s)ds = 3 ().

t—oo t “<E




Comportement asymptotique

Soit X un processus de Markov régulier irréductible. Si X est
transient alors :

pe(x, x) = 0, pour tout x € E.

Si X est récurrent de probabilité invariante 7 :

pul ¥) 2 7 et B [rl] = =,

pour tout x € E.




= Calculer la loi stationnaire de la file M/M/1
= Calculer la loi stationnaire de la file M/M/S/S
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