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Trafic d'une jonction




Trafic d'un faisceau

Un faisceau=plusieurs jonctions

Pfaisceau = E Pjonction -
jonctions
Ergodicité :
moyennes spatiales = moyenne temporelles
Pour les jonctions

= lim th_ lim ;;X,,(t), (10)

T—oo T N—oo

ol X, =1 si la jonction n est occupée a l'instant t, X, =0
sinon.

Estimation de p?



Appels déterministes

= appels se produisent toutes les 1/\
= durent exactement 1/u secondes avec p > A

= le trafic est donné par

ST X 1/u) = M



Appels déterministes

= appels se produisent toutes les 1/\
= durent exactement 1/u secondes avec p > A

= le trafic est donné par
1
AT x1/p) = A/ n.
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Appels aléatoires
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(Xn, Yn) indépendantes

X, a pour loi Px et Y,, pour loi Py.

Moyennes :

1

1/M=/ydPY(Y)> l/T:/XdPX(X), )\:m'-

On pose :
To=0,Ty=To1+Xa+ Yy T, =Th+ X,

et :

1 siT <t<Tha
0 siT,<t<T),

X(t):{

La théorie du renouvellement montre

1 /T < 11 A
T Jo ,ul//\_



En résumé

Charge (trafic)

charge = nombre moyen d'appels par unité de temps x durée
moyenne d'un appel .




En résumé

Charge (trafic)

charge = nombre moyen d’appels par unité de temps x durée
moyenne d'un appel .

Il faut aussi un modeéle pour les instants d'arrivées.
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Processus de Poisson

Définition

Le processus ponctuel NV est un processus de Poisson d'intensité A si
et seulement si les variables aléatoires (£,, n € N) sont
indépendantes et de méme loi exponentielle de parametre .




Propriétés

Le processus ponctuel  est un processus de Poisson d'intensité A si
et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

= pour tout t > 0, la variable aléatoire N(t) suit une loi de
Poisson de paramétre At ;

= conditionnellement a {N(t) = n}, la famille (T, ---, T,) est
uniformément distribuée sur [0, t].




Simulation (méthode )

Algorithme 6. Réalisation d'une trajectoire d'un processus de Pois-

son (méthode 1)

Données : A T

Résultat : une trajectoire (t,, n > 1) sur [0, T] d’un d'un
processus de Poisson d'intensité A

t <+ 0;
n<+0;
tant que t < T faire
X < réalisation d'une e(\);
t+—t+Xx;
th < t;
n<n+1
fin
retourner ti, tr, ---, t,




Simulation (méthode 1)

Algorithme 7. Réalisation d'une trajectoire d'un processus de Pois-

son (méthode 2)

Données : A T

Résultat : une trajectoire (t,, n > 1) sur [0, T] d'un processus de
Poisson d'intensité A

n < réalisation d'une variable aléatoire de loi de Poisson de

paramétre AT,

pour i =1, --- n faire

‘ u; < réalisation d'une U(]0, 1]);

fin

(ty, -+, tn) < tri en croissant de (uz, -, up);

retourner ty, t, --- , t,




Concaténation de trajectoires

Le processus ponctuel N est un processus de Poisson d'intensité \ si
et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

= pourtout 0 =ty < t; <...< t,, les variables aléatoires
(N(ti +1) — N(t;), 1 < i< n—1) sont indépendantes;

= pour tout t, s, la variable aléatoire N(t + s) — N(t) suit une
loi de Poisson de parameétre As :

x

(As)
K

P(N(t +s) — N(t) = k) = exp(—As)
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Amincissement

Amincissement
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A chaque point de N, on décide qu'il appartient a N avec
probabilité p et 3 N? avec probabilité 1 — p, ce tirage au sort étant

indépendant de tout le reste et en particulier des précédents tirages
au sort

V.

Les processus N* et N2 résultants de I'amincissement de N, sont

deux processus de Poisson indépendants d'intensités respectives A\p
et \(1 — p).




Superposition

Superposition

La superposition de deux processus de Poisson indépendants est un
processus de Poisson d'intensité somme.




Paradoxe de |'autobus

Z(t) W(t)

o & &



W(t) = Tn(r)4+1 — t, temps d'attente
Z(t) =t~ Ty, temps de « ratage »
£(t) = W(t)+Z(t) = Tnw+1 — T



W(t) = Twn(e+1 — t, temps d'attente
Z(t) =t~ Ty, temps de « ratage »
() =W(t)+2Z(t) = Tnewyr1 — T,

Théoreme

W(t) suit une loi exponentielle de paramétre A et est indépendante
de Z(t), dont la loi est donnée par :

1— e X si0<x<t;
Pz <0={ 177 5951




Démonstration.

PZ() < x W(H) > y) = D P(2(1) < x, W(E) > v, N(t) = )

neEN

= g Pt —Th <x, Tn+&n—t>y, Tpn<t< Tph+E&n)

neN
= E //Hr—uy} Lutv—t>y} Yu<ny dPT, () dPg (V)
n>1
t =i oo
= E NFG=20 < et dv) du
(n—1)!
n>1 Y EX tty—u
t n—1
= E ATe=MEH) L du
. (n—1)!
n>1 X
_ A=Ay [ 1 (E=x)"
B n! n!
n>1
e (37 COL 3 (At = )"
= n! n!

n>1 n>1
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Domaine de validité

= Le processus de Poisson peut modéliser fidelement les activités
humaines (arrivées dans un magasin, consultation d'une page
Web, etc.)

= |l ne peut pas servir a modéliser les activités générées par une
machine (paquets dans un réseau, robots, etc.) ou les
inter-arrivées sont plutot de type déterministes.



Soit N un processus de Poisson d'intensité A, on note T, le n® instant de
saut. Par convention, Ty = 0. Soit (Z,, n > 1), une suite de variables
aléatoires de méme loi telles que pour tout n, T, et Z, sont indépendantes.
Soit g la densité de la loi commune aux Z,.

@ Montrer que pour toute fonction f :
+o00 At n—1
EIF(To Z,)] = / / f(e,2)g(pe > X 4z,
0 (n—1)!

@® En déduire que :

E[Zf(TH,Z]_A/m/ t,z)g(z)dz dt.

n>1

©® On suppose que les communications téléphoniques d'un abonné
durent un temps aléatoire de loi exponentielle de moyenne trois
minutes. Ces durées sont indépendantes entre elles. Au siécle dernier,
le colit d'une communication était fonction de sa durée t selon la
formule suivante :

c(t)y=asit<tyetc(t)=a+p(t—t)sit>t.



Application numérique

Déduire de ce qui précéde que le colit moyen d'une heure totale de
communication est donné par :

1
)\/ c(t)he M dt
0

avec A = 20. (Indication : considérer Z, = T 11 — T, et expliquer
pourquoi on peut appliquer le résultat précédent.)

Pour les communications locales, en 1999, on avait les paramétres
suivants : tg = 3 minutes, o = 0,11 euro et 8 = 0,043 euro par
minute. Pour les communications nationales, ty; = 39 secondes et
8 = 0,17 euro par minute. « était le méme. En tarif réduit, diviser
(B par 2. En mettant tyg = 1 minute et o = 0,15 euro, 3 combien
s'élevait le prix de la seconde supplémentaire en téléphonie mobile
dans un forfait dont le montant pour 1 heure de communication
était de 23,62 euros?



Distributeur de billets

Un distributeur automatique de billets enregistre les instants de
début et de fin de requétes de ces clients mais évidemment par leur
heure d'arrivée dans la file. Un nouveau cycle d’activité ayant
commencé a 7h30, on a relevé les données du tableau 77?.

Client numéro | Début de service | Fin de service
0 7h30 7h34
1 7h34 7h40
2 7h40 7h42
3 7h45 7h50

Supposons que les arrivées aient lieu selon processus de Poisson, que
peut-on dire de |'instant d'arrivée T; du client numéro 17 En
particulier, calculer son espérance.



File M/GI/1

= Arrivées = P.P.(})
= Services = i.i.d., loi P,, moyenne 1/u

= 1 serveur, buffer infini



Xn+1 = (Xn - ]-)+ + An—&-la

ou A, est le nombre de clients qui arrivent pendant le service du
client n.



Xn+l = (Xn - 1)+ + An+17

ol A, est le nombre de clients qui arrivent pendant le service du
client n.

Théoréme
Les v.a. (A,, n > 0) sont i.i.d. et

(At)"
Kl

P(A, = k) = /0 T exp(=2) 2 gp, (1),

En particulier,

E[A] =p=A/p.
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= D’apres la propriété de Markov forte pour le P.P., (A,, n > 1)
i.i.d.

= Par conditionnement,
P(A1 = k) = E[P(N(01) = k) | o1]
()\al)kl

=E [exp(—/\al) ol

00 k
_ /0 exp(—)\t)()\kt!) dP,(t).




Posons ax = P(A, = k) et p = E[A,]. Supposons que
O<agg<a+a <1.
@ La chalne X est transiente si et seulement si p > 1,
® X est récurrente si et seulement si p =1,

© X est récurrente positive si et seulement si p < 1.



Formule de Pollacek-Khinchin

Soit 7 la probabilité invariante d'une file M/Gl/1 de charge p < 1.

ky— (2=1)Qa(2) o
gz 7T(k) - 7 — QA(Z) (1 p)’

ol Qa(z) =E {z"‘l}.



Formule de Pollacek-Khinchin

Soit 7 la probabilité invariante d'une file M/Gl/1 de charge p < 1.

e (2-1)Qa(@),,
D el = =5 a0

ol Qa(z) =E {zAl}.

Oa(z) = L5(A — Az) pour tout z € [0, 1].



Si p < 1, le nombre moyen de clients a I'état stationnaire est donné

par :
pPL+C) . o Vard]

20—p) P T EP

avec o une variable aléatoire de loi P,.

E[Xoo]:p+



Temps d'attente et temps de séjour

Lrs(s) = E[e*™] = ﬁv(s)sm
Lra(s) = E || = 5_3(1}2(5)



Démonstration.

N(Tsp) = X, (12)




Démonstration.

N(TSp) = X, (12)

Qx,(z) =E {E |:ZN[Tn,Tn+TSn[ | TSnH
_ /OOO E [Z’Vm,rnw[ | Ts, = u} d Prg,(v)

/Oo E [ N, Tn*“[} d Prs,(u)

_/ N” dPTs( )
= /0 exp(—(1 — z)A\u) d Prg,(u)
= Lrs, (A — A2).
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