Génération de nombres pseudo-aléatoires

1 Nombres pseudo-aléatoires

On entend par suite de nombres pseudo-aléatoires, toute suite constructible
dont les propriétés statistiques sprichesde celles de la suitd/;, Us, . . .) ou les
U; sont des v.a. indépendantes et de loi uniformd&ur. La génération de suite
de nombres pseudo-aléatoires est une tache complexe. Les générateurs utilisés sont
souvent des récurrences avec congruences, c’est-a-dire de la forme :

Tpy1 = azxy, +b mod [m]. (@H)

Si ces suites ont un comportement suffisamment erratique pour que la suite de leurs
termes puissent étre considérée comme aléatoire, elles présentent le principal pro-
bléme suivant : lorsque I'on retombe sur une valeur déja atteinte< =, )
alors tout le reste de la suite se déroule a l'dentiqug { = zn4r+;)- l fautdonc
entre autre s'assurer que la période de notre suite est raisonnablement grande. A cet
€gard, les générateurs de nombres pseudo-aléatoires intégrés des ordinateurs sont
souvent insuffisants pour les besoins de la simulation, pour certains la période est
I'ordre de 65000 alors que le nombre de termes qui nous seront nécessaires appro-
chera le million voire plus. Dans ce qui suit, vous pouvez soit utilisez les fonctions
srand48(),drand48() (librairie stdlib.h) du compilateur, le gé-
nérateur aléatoire de Maple ou I'un des 3 générateurs suivants :
1- Choisirm = 108, m; = 10%, a = 314125421, b= 1, 0 < 2o < m dans ().
On travaille systématiquement avec des nombres compris@etredonc on
considérera,, = x,,/m.
Pour éviter les dépassements de capacité quand vous multipliez des entiers de
8 chiffres entre eux, il est nécessaire de faire tous les calculs medul®n
décompose tous les entiers sous la forme z! x 10* + 22. On peut alors
écrire
1

zp*a modm = (z}.a® +22.a").10" + 22.4> mod m,

mais avant de multiplier la parenthése paf, il faut réduire chacun de ses
termes moduld 0%, c’est-a-dire,

104 (zL.a® + 22.a") mod m = 10*.((z}.a®)* + (22.a")?)%

De cette maniére on limite les risques de dépassement de capacité.



2 - On veut ici tester un autre générateur de nombre aléatoire a priori plus perfor-
mant que les autres. On pdse= 224 = 16777216, on initialise le générateur
avec 24 tirages aléatoires (obtenus par exemple par la fonatidom du com-
pilateur) d’'un nombre entier entfieetd — 1. Soitxy, ..., z94 Ces tirages. On
posec = 0. On considére I'application suivante :

f(xl,...,a:24,c) =
(.%'2,...,.7324,:6‘15—.%’1—6,0) Six15—a}1—020.
(r2,...,To4, 715 — 21 —Cc+b,1) sizi5—x1—c<O.

A chaque appel de ce générateur de nombre aléatmicé-+, on retourne
comme nombre aléatoirg /b et on transforméx, ..., xo4,c) enf(xy,. .., x4, C).
On peut montrer rigoureusement que la période de ce générateur est de I'ordre
de10'!,

3 - Le troisiéme (écrit par le professeur D. Knuth)est disponiblehsir://
www.enst.fr/~decreuse/TP/1A/rng-double.c
Une prime (... ?) est offerte a ceux d’entre vous qui comprennent ce que fait ce
programme.

2 Principes de la simulation

Pour calculer des quantités qui peuvent s’écrire sous forme d'espérance, c’est-
a-dire de la forme”[ X ] on génére un grand nomh(&, ..., X,,) de tirages deX
indépendants et on utilise la loi forte des grands nombres qui stipule que

1 n
EX]= lim — X;.
[X]= lim —> X
=1
Pour simuler des variables aléatoires de loi donnée, on dispose principalement
de deux moyens :

1. Linversion de la fonction de répartition. En effet si la fonction de répartition
de la loi estF' etU une variable aléatoire de loi uniforme d0r1] alors la
loide X = F~1(U) acomme fonction de répartitidi '~! estici l'inverse
a droite deF’, c’est-a-dire que

FY(a) = inf{z, F(z) < a}.
On utilise cette méthode pour les v.a. a valeurs discrétes, la loi exponentielle,

la loi de Weibull, etc.

2. Dans le cas ou la fonction de répartition ne s’inverse pas bien mais on connait
la densitéf, on utilise la méthode de rejet. Sgitune densité pour laquelle
on sait simuler facilement des v.a. dont la densité de la loj estelle que
f(z) < ag(x) pour un coefficient. donné.
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1- Générer un tirage de loi de densitésoit z le résultat ;
2- Générer un tirage d’une loi uniforme g0 1], soitw le résultat
3- Siu < f(z)/ag(x) alors retournes: sinon recommencer en

La preuve que les tirages ainsi engendrés suivent bien une loi de dénsité
est montré dans le poly de premiére année.

On est toutefois parfois obligé d'avoir recours a des méthodes ad-hoc pour
certaines lois comme les lois béta, gamma ou gaussienne.

2.1 Loinormale

Dans tout ce qui sulil’y, Us représentent des variables aléatoires indépendantes
de loi uniforme suf0, 1]. X suit une loi normale de paramétregto? sila densité
de sa loi est donnée par :
1 —(z —p)?

exp(—
oV 2w p( 202

).

On aE[X] = p etvar(X) = 2. Pour générer des tirages selon une loi normale
de parameétré et 1, on considére

X = cos(2nU;y)+/—2log Us.

Il est bien connu que = ..., voir section 4du présent document. Remarquons gue
Y = sin(27U;)+/—21log U suit aussi une loi gaussienne centrée réduite et qu'elle
est indépendante d€. Ensuite la v.ay + o X suit une loi normale de parametre
peto?.

Dans le cas multidimensionnel, pour générey, . . ., X,,) un vecteur gaussien
de vecteur moyenner = (mg,...,m,) et de matrice de covariance donriée
on construit(Y7,...,Y,) un vecteur composé degaussiennes centrées réduites
indépendantes et on considéfe= oY +m, ol o est la racine carrée autoadjointe
deI" (déterminée par la méthode de Cholesky, geiction 3

2.2 Loilognormale

Une variableX suit une loi lognormale de paramétrgset o2 (en abrégé
LN(u,0) ) si X = exp(Y) ouY est une variable aléatoire de loi normale de
moyenneu et variancer?.

2.3 Laloi de Cauchy

X suit une loi de Cauchy de paramétreto sila densité de sa loi est donnée

par
g

m(o? + (x —p)?)




Son espérance et a fortiori sa variance sont infiniegprésente ici la médiane de
X, c’est-a-dire le point tel qu&(X < p) = P(X > p) = 1/2. Pour générer une
telle loi on considére

X =otan(n(Uy — 1/2)) + p.

2.4 Laloi exponentielle

X suit une loi exponentielle de paraméire- 0 lorsque la densité de sa loi est
donnée par :
Aexp(—Az) pourz > 0.

Sa moyenne et sa variance sont respectiverhghtet 1/A2. On la génére de la
maniére suivante :

1

2.5 Laloi Béta

X suit une loi Béta de paramétnieet b si la densité de sa loi est donnée par :
1
B(a,b)
ou B(a,b) = [ x*'(1 — )*~' dz. Lorsquea etb sont inférieurs &, on génére
une v.a. de cette loi de la maniere suivante :
1-Jusquaceque +y <1,
2 - Généren suivant ne loi uniforme sup, 1], prendrex = u'/%;

21— 2)" 1y (2)

3 - Généremw suivant une loi uniforme sup, 1], prendrey = v'/°.
4 - x/(x + y) suit une loi Béta de paramétrestb.

2.6 Laloi Gamma

X suit une loi gamma de paramétte> 0 et A > 0 si la densité est donnée
par :

A k—1
- — >

oul'(k) = [,"> 2*~! exp(—z) dz. Sa moyenne et sa variance sont respectivement

k/Xetk/\%. La aussi, il faut faire appel & une méthode ad-hoc :

1- Poserm = [k] etqg =k —m.

2- Générerz = — 3 " wu; ou lesu; sont le résultat deé appel a la fonction
random.

3 - Générenv suivant une loi Béta de parametrgst1 — q.

4 - Générery = logu ouu est distribuée uniformément sfar, 1].

5- 2 = (z + wy)/A suit une loi gamma de paramétiest \.



2.7 Laloi de Weibull

X suit une loi de Weibull de parametras> 0 etc > 0 sila densité est donnée
par :
Ae(Az)¢~ exp(—(Az)€) pourz > 0.

Ona
BlX] = F(l—l}—\l/c)
CcC)— 62
var(X) = I'(1+2/c) )\QF(1+1/ ) '

Pour générer une telle v.a., on utilise :

(~ log(1 — U)/°.

X =
A

2.8 Loi du Chi-deux

X suit une loi du chi-deux & degrés de liberté lorsqu& = Y7, Z2 ou

(Z1,...,Zy,) estune suite de v.a. gaussiennes centrées réduites indépendantes.
Ona
E[X]=n
var(X) = 2n

2.9 Loide Fischer

X suit une loi de Fischer de parameétrest 3 lorsque

Zl/Oé
X =
Z2/B
, 0U Z; et Zy sont des v.a. indépendantes de loi chi-deux de paramétres respectifs
aetp.
Ona
E[X] = b ,Sif>2
B2 ’
282(B+a—2) .
var(X ,SIG > 4.
W= s-n6-27

Pour générer une telle v.a., on utilise
o Z
- Bl1-Z
ou Z suit une loi bétda /2, 3/2).



3 Quelques indications suivant le language choisi

3.1 Maple

— Le package stats (invoqué pwaith(stats) :) contient toutes les instructions
nécessaires pour générer des v.a. de lois usuelles, construire des histogrammes
(voir tallyinto, transform), etc. La réduction de cholesky s’invoque pab-
lesky.

3.2 matlab

— La décomposition de cholesky s'invoque pasl.http://www.mathworks.
com/access/helpdesk/help/techdoc/ref/chol.shtml

— Le générateur aléatoire est invoqué paud http://www.mathworks.
com/access/helpdesk/help/techdoc/ref/rand.shtml

— Plus généralement, I'aide en ligne de matlab est accessible a l'atitgsse
/Iwww.mathworks.com/access/helpdesk/help/techdoc/ref/
ref.shtml

33 C

— Deés que vous utilisez des fonctions cosinus, logarithmes ou autres, vous de-
vez compiler avec un lien sur la librairie math :
gcc -O2 nomdefichier.c -0 nomdobjet -Im

— Pour les manipulations d’algébre linéaire, voir la bibliotheque de programmes
lapack (http://www.netlib.org/lapack ).
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4 Quelques décimales de

Il est bien connu que

T = 3.14159265358979323846264338327950288419716939937510582097494459230781640628620899862803482534211
7067982148086513282306647093844609550582231725359408128481117450284102701938521105559644622948954930381
9644288109756659334461284756482337867831652712019091456485669234603486104543266482133936072602491412737
2458700660631558817488152092096282925409171536436789259036001133053054882046652138414695194151160943305
7270365759591953092186117381932611793105118548074462379962749567351885752724891227938183011949129833673
3624406566430860213949463952247371907021798609437027705392171762931767523846748184676694051320005681271
4526356082778577134275778960917363717872146844090122495343014654958537105079227968925892354201995611212
9021960864034418159813629774771309960518707211349999998372978049951059731732816096318595024459455346908
3026425223082533446850352619311881710100031378387528865875332083814206171776691473035982534904287554687
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3378699360072305587631763594218731251471205329281918261861258673215791984148488291644706095752706957220
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